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Questions de cours
— Montrer que la composition de deux applications injectives (resp. surjectives, bijectives) est aussi injective
(resp. surjective, bijective).
— Montrer qu’une application est bijective si et seulement si elle est inversible.

— Montrer qu’il y a équivalence entre la donnée d’une partition d’un ensemble et d’une relation d’équivalence
sur cet ensemble.

— Montrer que, si f og est injective, alors g est injective. Montrer que, si f o g est surjective, f est surjective.

— Enoncer et démontrer la formule du binéme de Newton.

Exercice (différence symétrique) Soit E un ensemble. On appelle différence symétrique de deux parties
F et G de E la partie B B
FAG=(FNG)U(FNGQG).
1. Montrer que, pour toutes parties F' et G de E, on a FAG = (FUG)NFNG.

2. Montrer que, pour toutes parties F' et G, la fonction indicatrice de FAG est égale & 1p + 1g — 21plg.
Retrouver le résultat de la question précédente.

3. Montrer que A est une loi de composition interne sur P(E) associative, commutative, d’élément neutre (),
et telle que toute partie admette un élément symétrique.

4. Montrer que la loi N est distributive sur A.

Exercice Soit E un ensemble, A et B deux parties de E. On pose

¢:|PE) — P(A) xP(B)
X — (AnX,BNX)
1. Montrer que ¢ est injective si et seulement si AU B = E.
2. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit surjective.

3. On suppose que ¢ est bijective. Calculer son inverse.

Exercice Soit F un ensemble. Soit f : E — FE une application telle que f o fo f = f. Montrer que f est
injective si et seulement si f est surjective.

Exercice (résultats classiques) Soit F et F' deux ensembles et f une application de E dans F.
1. Soit A une partie de E. Quelle relation a-t-on entre f~1(f(A)) et A?
2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’on ait égalité pour toute partie A de FE.
3. Soit B une partie de F. Quelle relation a-t-on entre f(f~'(B)) et B?
4. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’on ait égalité pour toute partie B de F.

Exercice Calculer les sommes suivantes :

LY ij

1<i<j<n

2. > min(i,j)
1<i<n
1<5<n

3. Z (j — 1) (pour n > 2)

1<i<j<n



Exercice (translation et dérivation discréte) Soit E l’ensemble des fonctions de R dans R. On définit les
opérateurs suivants (c’est-a-dire des fonctions de F dans E) :

— pour tout f € E, 7(f) est la fonction 2 — f(x 4+ 1)

— pour tout f € E, §(f) est la fonction  — f(z + 1) — f(z).
1. 7, 6 sont-elles injectives ?

2. Déterminer 'image réciproque de 0 par 4.

3. Montrer que § est surjective.

Exercice (une méthode classique) Soit n € N\ {0}.

1. Soit S7 = Z (Z) et Sy = Z <Z> Calculer S7 + S3 et S; — So, en déduire S7 et Ss.
kksa?r k ikrerOair

2. En déduire une méthode pour calculer la somme Z <Z>
P

2k —

1
o7 avec des factorielles.

n
Exercice (un calcul a connaitre) Calculer le produit H
k=1

Exercice Déterminer les réels x1, ..., x, tels que 'on ait
n n
g xi = g Tp = N.
k=1 k=1
Exercice Soit (u,)nen une suite de réels strictement positifs telle que

n n 2
Vn € N, Zui = (Zuk> .
k=1 k=1
Montrer que pour tout n € N, u,, = n.

Exercice (différentes méthodes de calculs d’une somme) Calculer les sommes suivantes.

1. zn: k(3k — 1).

w

" k
' Z(l~c+1)!'

Exercice (somme géométrique dérivée)

1. Calculer Z k.

k=1
k impair

2. Déduire de la formule de la somme géométrique la somme suivante, ol a est un réel et p,q sont deux

q
entiers positifs : Z kabt.
k=p

3. En déduire Z(—l)kk.
k=0
4. En déduire une autre méthode pour calculer Z k.

k=1
k impair



